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　 　 提出了连续时间系统二维（不）稳定流形的一种新数值算法，不但可以快速地求得流形的直观图像，而且能够
准确地获取流形上各点的位置、时间、轨道距离等丰富的信息，从而有利于人们从几何上去研究系统的全局行为，
如边界特征、演化过程、奇异环等等．本算法首先通过解初值问题求出均匀分布的相邻轨道，然后连接这些轨道既
得流形面． Ｌｏｒｅｎｚ系统原点的稳定流形的计算表明本算法快速有效．此外，通过试着寻找异宿轨道，还研究了一个
三维神经网络中的混沌产生机理．
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资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ ｌｉｑｄ＠ ｃｑｕｐｔ． ｅｄｕ． ｃｎ

１ 引 言
稳定和不稳定流形对系统全局动态行为的把

握至关重要，例如稳定流形可以构成系统吸引区域
的边界；又例如，如果系统的稳定流形和不稳定流
形相交，将产生动态复杂行为（混沌）．因此不稳定
流形计算问题在电力系统稳定性［１］、系统最优轨道
控制等许多领域都有重要应用．把握（不）稳定流形
的几何结构一直是动力系统理论的中心问题之一，
（不）稳定流形的数值计算具有极为重要的理论价
值和实际应用价值［２］．

由于稳定流形可以看作是不稳定流形的时间
反向，因此我们只需讨论不稳定流形的情形．设ｎ维
自治微分动力系统

ｘ ＝ ｆ（ｘ）， （１）
其中ｘ∈ Ｒｎ，映射ｆ：Ｒｎ→ Ｒｎ充分光滑，则鞍点ｘ０处
的不稳定流形定义为

Ｗｕ（ｘ０）＝ ｛ｘ ∈ Ｒｎ ｜ ｌｉｍ
ｘ→ －∞
φ ｔ（ｘ）＝ ｘ０｝， （２）

这里的φ ｔ代表方程（１）的流．一维流形就是一条轨
线，求解非常简单．然而，二维或高维流形的求解却
很困难，以至于在计算机高度发展的今天，仍然没

有很好的解决．
对于连续时间系统的二维流形，国内外学者从

不同的角度做了不少尝试［２—８］．国外的结果主要有
Ｄｏｅｄｅｌ等的连续边值问题（ＢＶＰ）算法［４］，Ｋｒａｕｓｋｏｐｆ
和Ｏｓｉｎｇａ 的测地圆算法（Ｇｅｏｄｅｓｉｃ ｃｉｒｃｌｅｓ）［５］，
Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅｒ和Ｖｌａｄｉｍｉｒｓｋｙ的偏微分方程（ＰＤＥ）
算法［６］，Ｈｅｎｄｅｒｓｏｎ的扩展轨迹算法［７］等，这些工作
可以参考综述报告［８］．而国内在该领域的研究较
少，文献中只查到作者提出的两步算法［９］．这些算
法各有特色，但也有不足．比如连续ＢＶＰ算法很精
确，测地圆算法的几何图像很直观，但由于都要解
ＢＶＰ，所以速度慢；ＰＤＥ算法速度快，但精度不高只
有一阶精度（欧拉近似算法）；而扩展轨迹算法比较
复杂．此外，在处理轨道螺旋发散的流形时，上述算
法运算量大都会急剧增大．总之，目前二维连续系
统的不稳定流形的算法还不成熟，在速度、精度和
通用性上很难同时达到理想效果．

为了克服这些问题，本文提出一种新的二维不
稳定流形的计算方法．该算法除了在速度、精度和
通用性上得到大幅度提高之外，还能直观地反映出
不稳定流形的随时间、轨道长度等演化过程．
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２．二维不稳定流形的算法
　 　 不稳定流形的理论表明，ｘ０ 处的不稳定流形与
雅克比矩Ｄｆ（ｘ０）的不稳定特征空间Ｅｕ（ｘ０）相切．
因此，要得出二维不稳定流形Ｗｕ（ｘ０），我们可以在
ｘ０的充分小的邻域内，在Ｅｕ（ｘ０）上选取一个闭合曲
线Ｃ，所围的区域即为初始流形面ＷＣ ；然后以Ｃ上
各点为初始值，通过求解轨道，轨道经过的区域即
为所求流形．

为了克服过去算法的不足，一方面，为了使算
法适用于更多的系统，更具有通用性，我们必须以
一般性的理论为依据；另一方面，为了使速度、精度
同时达到满意的指标，我们必须以成熟的数值算法
为基础．在理论上，根据微分方程解的存在和唯一
性定理，系统（１）的流形面上的轨道具有不相交性．
这就意味着在流形面上左右相邻轨道的相对位置
保持不变．在数值上，常微分方程初值问题目前已
经有许多优秀的可靠的成熟算法（包括程序代码），
这些算法不但精度高速度快，而且可以通过引入区
间算法［１０］进行可靠数值计算［１１］．这两方面，理论依
据保证了算法的普遍适用性，数值基础保证了算法
的高精度性和高效性．

基于这两个依据，下面我们提出一种新算法．
其基本思路如下：先在Ｅｕ（ｘ０）上选择合适的初值曲
线Ｃ． 在实际计算时，Ｃ实际上是由均匀间隔的一
些样点连接而成的折线．任选一样点Ｃｉ 为初始值，
求解即可得到一条轨道Γ ｉ，称之左轨道．然后，以
Γ ｉ右侧相邻的样点Ｃｉ＋１ 为初始值，求得一条相邻轨
道Γ ｉ ＋１ ． 这两条轨道相距很近，可以用来确定其间
的流形面的位置：在Γ ｉ 和Γ ｉ ＋１ 上分别均匀选取样
点，连接相邻样点画出一系列三角形即可．这里Γ ｉ ＋１
位于Γ ｉ的右侧，现在我们以Γ ｉ ＋１ 为新的左轨道，以
它右侧相邻的Ｃｉ＋２ 为初始值求出轨道Γ ｉ ＋２，进而得
出Γ ｉ ＋１ 与Γ ｉ ＋２ 之间的流形面，循环下去，就能得到
整个需要的流形面．实际流形计算过程中，相邻轨
道之间的距离可能发散或收敛，因此上述求解过程
中需要相邻轨道之间增加新的轨道，或者删除过于
稠密的部分轨道．由于一直有左轨道可作参考，所
以这部分工作在上述流形求解过程中很容易实现．
这样一来，仅仅依据相邻轨道的不相交性和依靠初
值问题求解方法，我们就能求得二维流形面．由于
这两个依据具有普遍性和成熟性，所以得到的流形

面的求解算法能够在速度、精度、通用性上都达到
很高的程度．此外，这种方法得出的流形面上的点
都是轨道上的样点，而这些轨道始发于平衡点附近
区域，所以，所得流形面上的各点可以拥有许多有
用系统演化信息（坐标位置、轨道长度、经历时间等
等）．这些信息有助于更进一步分析和研究系统
行为．

图１　 折线Ｌ的结构

下面我们来详细介绍流形的计算方法．首先我
们要引入一个折线Ｌ，它是下面算法中流形的求解
边界，整个计算过程是通过对它的操作来完成的．
如图１所示，折线Ｌ是由ｍ条子折线Ｌ１，．，Ｌ２，．，…，
Ｌｍ，． 线首尾相连而成，其中，对于任意一条子折线
Ｌｉ，．，它是由同一轨道上相邻间隔为δ的ｎｉ 个点
Ｌｉ，ｎ ｉ，…，Ｌｉ，２，Ｌｉ，１ 组成．以时间为序，Ｌｉ，ｎ ｉ为这段轨道
起始点，Ｌｉ，１ 为终止点，求解Ｌｉ，１ 可将本轨道向外延
伸．由于边界线Ｌ是整个循环操作的核心，因此在循
环开始时必须使其处于以下标准状态．

１）对于每个点Ｌｉ，ｊ，它的下列属性已知：
ｘ ：点的坐标位置；
ｔ ：从Ｃ出发到该点，沿轨道经历的时间；
ｌ ：从Ｃ出发到该点，沿轨道经历的长度；
ｂ ：所处轨道编号；
ｄ ：取值－ １，０，１三种状态．
２）Ｌｉ，ｊ属性ｄ的取值：如果Ｌｉ，ｊ 已求解过（非轨

道终点）则为－ １；否则，若该轨道需要继续求解延
伸则为１，否则为０．每次循环，只求解延伸Ｌ上第一
个ｄ为１的点Ｌｋ，１ ． 定义Ｌ上位于Ｌｋ，１左边的部分为
左参考轨道Ｌ ｒｅｆ ． 循环时Ｌ ｒｅｆ 已存在，无需进一步求
解．显然，Ｌ ｒｅｆ 内的Ｌｉ，１ （ｉ ＜ ｋ ）的ｄ为０．其他Ｌｉ，１
（ｉ ≥ ｋ）的ｄ为１．

３）尽量使Ｌ上任意相邻轨道间距≥ ０ ５δ． 当ｋ
≠ ２时，这说明Ｌｋ，·之前的轨道间距小于０ ５δ，这是
删除过密轨道的结果．在删除轨道时，要确保折线
Ｌ ｒｅｆ的任意夹角为钝角．

４）确保Ｌ上任意相邻轨道间距≤ １ ５δ． 为了控
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制这一点，要检测Ｌｋ，１ 与其左参考轨道间距，一旦大
于１ ５δ，则要插入新的求解轨道．

在对Ｌ有所了解之后，我们现在提出不稳定流

形的算法，求出从ｘ０ 出发，长度约为Ｎδ的轨道所构
成的二维流形面．该算法首先求解初始Ｌ，然后通过
Ｌ的循环操作和计算求解出所需的流形面．

图２　 选取的初始折线Ｌ，Ｌ ｆｉｒｓｔ为第一个点，Ｌ ｌａｓｔ为最后一个点　 （ａ）为一对正实特征值的情形；（ｂ）为一对复共轭
特征值的情形

２ １ 算法开始
　 　 １）求解方程（１）的雅可比矩阵Ｄｆ（ｘ０）的不稳
定特征值和特征向量．由于是二维不稳定流形，所
以特征值要么是两个正实数，要么是一对共轭复
数．对与这两种情形，所以我们分开来求初始边界
线Ｌ．

对于前者，我们以ｘ０ 为圆心以ｒ为半径，在
Ｅｕ（ｘ０）上画一个圆，在圆上按顺序均匀地选取ｍ －
１个相邻距离约为δ样点，依次表示Ｌ１，１，Ｌ２，１，…，
Ｌｍ －１，１ ． 为了得出完整的流形面，令Ｌｍ，１ ＝ Ｌ１，１ ． 闭合
折线Ｃ ＝ Ｌ１，１，Ｌ２，１，…，Ｌｍ，１ 所围的区域即为初始流
形面ＷＣ ． 对于任意Ｌｉ，１ ，令其ｔ ＝ ０，ｌ ＝ ０，ｂ ＝ ｉ，ｄ ＝
１ ． 以Ｌ１，１为起始点，求解延伸轨道，每间隔δ距离取
一个样点，记下对应时间ｔ，轨道长度ｌ和轨道编号
ｂ，令当前样点的ｄ ＝ ０，前一样点的ｄ ＝ － １，直到
轨道长度Ｎδ． 以时间递减为序对这Ｎ ＋ １个样点重
新编号得Ｌ１，１，…，Ｌ１，Ｎ ＋１，即Ｌ１，１ 为该轨道的终点，
Ｌ１，Ｎ ＋１ 为该轨道的起点．最后得初始折线Ｌ１，１，…，
Ｌ１，Ｎ ＋１，Ｌ２，１，…，Ｌｍ，１，如图２（ａ）所示．

对于后者，假设其特征值为α ± ｉβ，其中α，β ＞
０对应的特征向量为ｕ ± ｉｖ，则在Ｅｕ（ｘ０）上距离ｘ０

为ｒ处选取一点作为Ｌ１，１，例如点ｘ ＝ ｘ０ ＋ ｒ·
ｖ ／‖ｖ‖或ｘ ＝ ｘ０ ＋ ｒ·ｕ ／‖ｕ‖ ． 令Ｌ１，１的属性ｔ ＝
０，ｌ ＝ ０，ｂ ＝ １，ｄ ＝ １ ． 以Ｌ１，１为起始点，用与前面类
似的方法求解轨道到长度Ｎδ，得轨道折线Ｌ１，１，…，
Ｌ１，Ｎ ＋１，这里Ｌ１，Ｎ ＋１ 为起点，Ｌ１，１ 为终点．设Ｌ１，ｉ ｃ 为时
间ｔ最接近且小于２π ／ β的样点，在同一坐标位置选
取一新点为Ｌ２，１，令其属性ｔ ＝ ０，ｌ ＝ ０，ｂ ＝ ２，ｄ ＝
１ ． 则初始Ｌ 为Ｌ１，１，…，Ｌ１，Ｎ ＋１，Ｌ２，１，闭合折线Ｃ ＝
Ｌ１，ｉ ｃ，…，Ｌ１，Ｎ ＋１，Ｌ２，１所围的区域即为初始流形面ＷＣ，
如图２（ｂ）所示．

２）通过对Ｌ上第一个标志信息ｄ为１的点循
环操作和求解，得到不稳定流形面．

为了便于讨论和编程，我们把Ｌ看做一维数组，
定义Ｌｋ为当前正在操作的点，位于Ｌｋ左边的点依次
标记为…，Ｌｋ －２，Ｌｋ －１，右边的点依次标记为Ｌｋ ＋１，
Ｌｋ ＋２，…． 在大多情况下，Ｌｋ 表示Ｌ上第一个标志信
息ｄ为１ 的点，显然对于初始Ｌ，Ｌｋ ＝ Ｌ２，１，如图
２所示．

２ ２ 主循环开始

　 　 １）整理Ｌ使其恢复到标准状态，并重新定
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位Ｌｋ ．
如果Ｌｋ 的ｄ为０，则丢弃Ｌｋ 之前的点，即Ｌｋ ＝

Ｌ１，１ ．
寻找第一个标志信息ｄ为１的点，若找到，则令

其为Ｌｋ，否则算法结束．
２）令Ｌｋ的ｄ ＝ － １，以Ｌｋ为起始，沿轨道向前求

解δ长度，得新点Ｐ． 若Ｐ的ｌ小于Ｎδ，则令其ｄ ＝
１，否则ｄ ＝ ０ ．

３）如果Ｌｋ －１ 是Ｌ１，１ ，即左参考轨道Ｌｒｅｆ 只有一
点，则将Ｐ插入Ｌ与Ｌｋ之前．令Ｐ为当前点Ｌｋ，画三
角形Ｌｋ －１ＬｋＬｋ ＋１，继续下一主循环．

４）计算Ｌｋ 与线段Ｌｋ －１Ｌｋ －２ 的距离μ． 如果μ ＞
１ ５δ，则在Ｌｋ和Ｌｋ －１之间插入一点Ｐｉ，Ｐｉ的ｘ，ｔ，ｌ，ｂ
均取Ｌｋ和Ｌｋ －１的平均值，ｄ取１．令Ｐｉ为当前点，继
续下一主循环．

５）将Ｐ放在Ｌｋ之前，令Ｐ为当前点Ｌｋ，画三角
形Ｌｋ －１ＬｋＬｋ －２ ．

６）如果Ｌｋ －１ 和Ｌｋ －２ 不在同一轨道，若边界外角
∠ＬｋＬｋ －１Ｌｋ －２，则补画三角形ＬｋＬｋ －１Ｌｋ －２ 且从Ｌ上删
除Ｌｋ －１ ．

７）子循环开始，循环条件ｋ ＞ ２ ：
计算Ｌｋ 与线段Ｌｋ －１Ｌｋ －２ 的距离μ和外角θ ＝

∠ＬｋＬｋ －１Ｌｋ －２ ．
如果θ≤ π ／ ２，则画三角形ＬｋＬｋ －１Ｌｋ －２且从Ｌ上

删除Ｌｋ －１ ；否则退出子循环到主循环．
如果μ ＜ ０ ５δ，Ｌｋ －１和Ｌｋ －２在同一轨道上，并且

Ｌｋ后还有ｄ ＝ １的点，则令Ｌｋ的ｄ ＝ － １，退出子循
环到主循环．

子循环结束．
主循环结束．
算法结束．
对于Ｄｆ（ｘ０）的不稳定特征值的两种情形，下面

我们分别来对本算法举例加以应用和说明．
例１　 Ｌｏｒｅｎｚ吸引子是最为人们熟知的重要混

沌吸引子之一．对它的控制（包括混沌镇定、混沌同
步等）［１２—１５］和应用（包括加密、电路设计等）［１６—１８］，
人们做了广泛深入的研究．该吸引子与Ｌｏｒｅｎｚ混沌
系统过原点的全局的稳定流形密切相关，下面通过
本算法来画出这个稳定流形． Ｌｏｒｅｎｚ系统方程为

ｘ１ ＝ １０（ｘ２ － ｘ１），
ｘ２ ＝ ２８ｘ１ － ｘ２ － ｘ１ ｘ３，
ｘ３ ＝ ｘ１ ｘ２ －

８
３
ｘ３， （３）

显然，原点是本系统的一个平衡点，对应的三个特
征值为

λ ｓ１ ＝ －
８
３
，λ ｓ２ ≈ － ２２ ８，λ ｕ ≈ １１ ８ ．

因此存在一个二维稳定流形，该流形具有复杂的结
构，它沿一个蝶形吸引子向内螺旋．求解流形面时，
用四五阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法进行轨道求解．选择参数ｍ
＝ ２１，ｒ ＝ ４画初始流形面．选择δ ＝ ２，Ｎ ＝ ６０，即轨
道求解最大长度为１２０，得到初始边界线，利用
Ｐｅｎｔｉｕｍ Ｍ １ ６ ＭＨｚ，在ＭＡＴＬＡＢ中经过约２５０ ｓ的
循环求解，结果如图３所示．流形面不但能够清楚地
反映出取样轨道，而且也展示出流形沿系统时间、
轨道长度的演化过程．

例２　 下面考察一个三维混沌神经网络［１９］，系
统方程为

ｘ ＝ － ｘ ＋
１ ４９ ２ １
－ ２ １ ７ ０
４ －









４ ２

ｔａｎｈｘ， （４）

这里ｘ ∈ Ｒ３ ． 显然本系统关于原点对称．它有三
个平衡点：原点， ｘ０ｄ ＝ ［０ １４４１９，０ ５０２３８，
－ ３ ２７７５］Ｔ，ｘ０ｕ ＝ － ｘ０ｄ ． 对于原点，系统Ｊａｃｏｂｅａｎ矩
阵的特征值为λ ｓ１，２ ＝ － ０ ３２２９９ ± １ ８０５７ｉ，λ ｕ３ ＝
２ ８３６，因此它存在一个二维稳定流形．因为λ ｓ１，２ 是
一对共轭复数，所以稳定流形上的轨道在原点附近
是螺旋的．根据特征值的实部ｕ ＝ ［－ ０ ４４３６６，
－ ０ １８３５７，０ ７８６３５］Ｔ 选取初始流形面和边界线，
这里利用公式ｘ ＝ ０ ＋ ｒ·ｕ ／‖ｕ‖ ． 取参数ｒ ＝
０ ０５，δ ＝ ０ ０３，轨道求解最大长度为１０，得到的不
稳定流形的局部情况如图５（ａ）所示．从该图可以清
楚地看出算法是如何在轨道趋于接近的地方删除
轨道，在轨道趋于分离的地方插入轨道．所得到的
流形面如图５（ｂ）的上曲面所示．对于平衡点ｘ０ｄ ，系
统在此处雅克比矩阵特征值为０ ３９６１８ ± １ ７４５５ｉ，
－ ０ ９８７５４，因此存在一个二维不稳定流形．取参数
利用公式ｘ ＝ ｘ０ ＋ ｒ·ｖ ／‖ｖ‖，以及参数ｖ ＝

［０ ３５２２１，－ ０ ０３１９９５，０］Ｔ，ｒ ＝ ０ ０３，δ ＝ ０ １，轨道
求解最大长度３０，得到的流形面如图５（ｂ）的下曲
面所示．这两个流形面相交，交线必然是一条从ｘ０ｄ
到原点的异宿轨，如图５（ｂ）的粗线所示．在图５（ｃ）
中，我们还画出了从原点的一维不稳定流形，和ｘ０ｄ
的一维稳定流形，这两者距离很近，一个小的扰动
就可能使得这两个一维流形相交，产生双曲异宿
环，从而出现混沌行为［２０］．
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图３　 （ａ）计算出的不稳定流形面；（ｂ）初始圆与局部的三角形细节

图４　 （ａ）计算时的取样轨道；（ｂ）沿轨道长度的演化，带间距１５ ７；（ｃ）沿时间刻度的演化，带间隔时间０ １０５

图５　 （ａ）原点附近的稳定流形的计算；（ｂ）原点的二维稳定流形与ｘ０ｄ 的二维不稳定相交；（ｃ）原点的一维不稳定流形与
ｘ０ｄ 的一维稳定流形距离很近
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３ 结　 论
　 　 本文提出了不稳定流形一种新的二维流形计
算方法，分别用Ｌｏｒｅｎｚ系统和三维神经网络系统做
了验证．与过去的算法相比，本算法无需求解ＢＶＰ，
因此在速度上比Ｄｏｅｄｅｌ 的连续（ＢＶＰ）算法和
Ｋｒａｕｓｋｏｐｆ和Ｏｓｉｎｇａ的测地圆算法快；由于本算法基
于现有的常微分方程初值问题数值求法，因此精度
可以很高，例如，若利用５阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法则可达

５阶精度，因此比Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅｒ 和Ｖｌａｄｉｍｉｒｓｋｙ的
ＰＤＥ算法更精确，与作者曾提出的两步算法和
Ｈｅｎｄｅｒｓｏｎ的扩展轨迹算法相比，本算法更为简单，
容易编程实现．所编写的ＭＡＴＬＡＢ程序仅为两步算
法的１ ／ ３．由于本算法以常微分方程解的唯一性为
理论依据，因此不但适用范围广，而且克服了过去
算法在处理螺旋轨道时运算量急剧增加的问题．除
此之外，流形面上的样点大都自于完整轨道的求
解，这样做的好处不但求解精度高，而且还能展现
出流形随系统时间的演化过程．
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