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等概率符号化样本熵应用于脑电分析∗
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样本熵 (或近似熵) 以信息增长率刻画时间序列的复杂性, 能应用于短时序列, 因而在生理信号分析中被
广泛采用. 然而, 一方面由于传统样本熵采用与标准差线性相关的容限, 使得熵值易受非平稳突变干扰的影
响, 另一方面传统样本熵还受序列概率分布的影响, 从而导致其并非单纯反映序列的信息增长率. 针对上述
两个问题, 将符号动力学与样本熵结合, 提出等概率符号化样本熵方法, 并对其物理意义、数学推导及参数选
取都做了详细阐述. 通过对噪声数据的仿真计算, 验证了该方法的正确性及其区分不同强度时间相关的有效
性. 此方法应用于脑电信号分析的结果表明, 在不对信号做人工伪迹去除的前提下, 只需要 1.25 s的脑电信号
即可有效地区分出注意力集中和注意力发散两种状态. 这进一步证明了该方法可很好地抵御非平稳突变干
扰, 能快速获得短时序列的潜在动力学特性, 对脑电生物反馈技术具有很大的应用价值.
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1 引 言

近似熵是由Pincus[1]提出的一种以信息增长
率表征系统复杂性的测度, 其不对系统做混沌性、
随机性或线性、非线性的假设, 且适用于短时序列,
因此自其提出以来就受到广泛关注. 为消除自匹
配对熵值计算带来的偏差, Richman和Moorman[2]

提出了近似熵的改进版本—–样本熵, 使得熵值不
再受数据长度的影响, 同时样本熵还改善了近似熵
的一致性, 即计算中参数的选取不会影响不同系统
熵值的大小顺序. 因为近似熵和样本熵能有效刻画
动力系统的复杂性, 并能应用于短时序列, 因而被
广泛应用于心率变异性、脑电等信号的分析 [3−7].

样本熵和近似熵 (为简化, 以下都称为样本熵)
的计算过程可简述如下: 首先将序列做m维延迟

嵌入, 计算此时延迟矢量相似的平均概率C(m); 再
做m + 1维延迟嵌入, 计算此时延迟矢量相似的平

均概率C(m+1); 样本熵SE定义为

SE(m, r,N) = − log(C(m+1)/C(m)), (1)

根据 (1)式可得到样本熵. 计算中涉及嵌入维数m,
判定两矢量相似的容限 r, 以及序列长度N 三个参

数的选取. 这里 r的选取最为关键, r太小, 样本熵
易受噪声影响, 而 r太大, 则又失去敏感性, 所有系
统都将退化为确定性系统. 以往研究一般以经验选
取这三个参数, 例如m通常选取为 2—3, r以序列
标准差 (SD) σ为参照, 选取为 0.1 σ—0.2 σ, N则
要满足统计有效性 [1−3,6].

然而, 样本熵测度仍然存在一些问题. 首先,
容限选取以SD为参照, 而SD本身很容易受非平稳
突变干扰的影响, 从而导致样本熵也易受非平稳
突变干扰的影响. 其次, 样本熵值在理论上依赖于
序列的概率分布. 以非相关的随机噪声为例, 假设
其概率密度函数为 p(x), 容限为 r, 则任意两不同
时刻的样本相似的平均概率Pxi∼xj

(符号∼代表相
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似)的期望值为

E(Pxi∼xj ) =

∫ ∞

−∞

(
p(x)

∫ x+r

x−r

p(t)dt
)

dx. (2)

又由于序列的非相关性, 即序列中任意两点无关
联, 因此m维延迟嵌入矢量相似的平均概率为

E(Pxi∼xj ,xi+1∼xj+1,··· ,xi+m−1∼xj+m−1
)

=E(Pxi∼xj
)E(Pxi+1∼xj+1

) · · ·

× E(Pxi+m−1∼xj+m−1
)

=(E(Pxi∼xj
))m. (3)

当嵌入维数增加到m + 1时, 延迟嵌入矢量相似的
概率相应变为 (E(Pxi∼xj

))m+1. 由此, 理论上非相
关序列的样本熵为

SE =− log(E(Pxi∼xj ))

=− log
(∫ ∞

−∞

(
p(x)

∫ x+r

x−r

p(t)dt
)

dx
)
. (4)

显然, 样本熵值将同时受容限 r和概率分布的影响.
既然样本熵衡量的是新信息增长率, 那么样本熵值
应该只由序列的时间相关性决定, 而与概率分布无
关, 传统的样本熵显然忽略了这一问题. 尽管之后
人们对样本熵进行了改进, 形成了多尺度熵、多变
量多尺度熵等 [8−10]一系列方法, 但都没有解决上
述两个问题. 本文尝试改进样本熵的算法, 从而尽
量降低非平稳突变干扰和概率分布的影响.

符号化是指利用有限符号实现数据在幅度域

的离散化. 符号化能降低噪声影响, 减少数据对内
存的消耗, 加速信号处理, 因此对于实时信号处理,
符号化极具实用价值. 研究表明, 符号化方法选择
恰当时, 符号序列可有效保留时间序列的动力学本
质 [11]. 近年来, 在非线性时间序列分析中符号动力
学受到关注 [11−15]. 在符号动力学分析中, 符号化
方法的选择相当关键. 本研究组曾利用等概率符号
化 [16]的方法分析心率变异性信号取得了满意的效

果 [17]. 本文将等概率符号化与样本熵结合, 提出等
概率符号化样本熵 (ESSE) 的方法, 以实现改进样
本熵的目的.

脑电生物反馈是脑电信号应用的热点之一, 其
关键环节之一是从脑电图 (EEG) 中提取与大脑活
动 (如注意力、情绪等) 相关的参数, 以用于评价大
脑活动水平. 由于该类系统实时性要求高, 因此应
从尽量短的数据中快速提取特征参数. 然而, 脑电
信号是一种严重非平稳的信号, 存在着复杂多样的
伪迹 (干扰) 成分. 目前绝大多数脑电分析方法都

需要事先进行伪迹去除, 且去除过程往往需要人工
干预. 这显然很难满足实时性要求. 针对这一应用
要求, 我们利用本文提出的ESSE对注意力实验中
的脑电信号进行分析, 获得了满意的结果.

2 ESSE

2.1 等概率符号化

等概率符号化的思想首先由Lin等 [16]在 2007
年提出, 被广泛应用于数据挖掘领域. 本研究
组将等概率符号化引入到生理时间序列分析

中 [17]. 等概率符号化过程简述如下: 对于时间
序列 {xi : 1 6 i 6 N}, 首先按幅值大小排序;
当给定符号数n 时, 找到n − 1个等分位点 (记为
t1, t2, · · · , tn−1) 作为符号划分的阈值; 按规则

si =



0 (xi 6 t1),

1 (t1 < xi 6 t2),
...

...

n− 2 (tn−2 < xi 6 tn−1),

n− 1 (tn−1 < xi),

(5)

将原始序列转换为离散的符号序列 {si : 1 6 i 6
N}.

等概率符号化主要有三方面好处. 第一, 符号
化后原始序列概率分布的影响被消除, 符号序列完
全体现原始序列的时序关系, 因而可解决样本熵值
受概率分布影响的问题. 第二, 符号化结果不受极
端值的影响, 因而能很好地对抗非平稳突变干扰.
第三, 实现了一种幅度域的变分辨率, 即在幅值分
布密集的区域采用更多的符号以提高分辨率, 而在
稀疏区域采用较少的符号以降低冗余, 因而提高了
符号的利用率, 同时, 变分辨率还突破了传统均匀
符号化的线性约束.

2.2 符号样本熵

对符号序列 {si : 1 6 i 6 N}求样本熵与传统
样本熵的计算类似, 主要区别在于原来 “嵌入矢量
相似”的判断被转换为 “符号嵌入矢量相等”的判
断. 下面给出符号样本熵的具体计算方法.

将符号序列 {si}做延迟为 τ的m维嵌入, 符号
嵌入矢量记为

B(m)(i) = (si, si+τ , · · · , si+(m−1)τ ),
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若定义n
(m)
i 为与矢量B(m)(i)相同的符号矢量个

数, 则m维嵌入下符号矢量两两相同的平均概率为

C(m) =
1

N − (m− 1)τ

×
N−(m−1)τ∑

i=1

n
(m)
i

N − (m− 1)τ
, (6)

利用相同方法计算嵌入维增加到m+1时的平均概

率C(m+1), 则符号样本熵

SE-symb(m,n,N) = − log C(m+1)

C(m)
. (7)

对比 (1)和 (7)式可以发现, 在 (7)式中, 影响
样本熵的容限 r变成了符号数n. 这是因为符号化
后, 样本熵计算中的容限实际上由各符号化区间决
定, 这些区间大小并不固定, 而是与选择的符号化
方法以及符号数有关, 在等概率符号化下, r由符号
数n决定.

2.3 非相关噪声的ESSE理论分析

等概率符号化后, 非相关噪声的ESSE值的理
论推导将变得更为简单. 根据样本熵的物理意义可
知, 当时间序列无相关时, 新信息增长率是最大的,
样本熵也应该最大并与原始序列的概率分布无关.
若对完全非相关时间序列实施等概率符号化, 则任
意两不同时刻的样本符号相等的平均概率为

E(Psi=sj ) = 1/n.

与 (3)式的推导类似, m维符号矢量两两相同的平
均概率为 (1/n)m, m+1维符号矢量两两相同的平
均概率则为 (1/n)m+1, 因而无相关序列的ESSE理
论值为

Swhite-noise
E-symb (m,n,N) = log(n). (8)

由 (8)式可知, 非相关白噪声的ESSE理论值
仅仅由符号数n决定, 与嵌入维数m和序列长度N

均无关. 利用 (8) 式可求得ESSE的上限值. 而在
传统样本熵计算中, 仅能保证熵值非负, 没有明确
上限 [3].

2.4 参数选择

ESSE的计算仍然涉及m, n和N三个参数值

的选取, 此外, 对于脑电这类连续信号还涉及嵌入
延迟 τ值的选取.

对m的选择不属于方法问题, 应依据时间序列
本身的特点进行. 例如对于白噪声, 理论上其熵值

与嵌入维数m无关, 可任意选取; 而对于其他序列,
为全面考察序列时间相关性, 应尝试在不同的m

取值下计算熵值, 以形成多尺度熵值谱. 多尺度方
法要求数据量大, 不在本文的讨论范围, 在此不予
赘述.

样本熵应用于心跳间期序列分析时, 因心跳
间期序列本身属于离散序列, 嵌入延迟 τ一般取 1
拍 [2]. 需注意的是, 连续信号分析中, 嵌入延迟 τ

选取时间量纲更为合适, 可避免采样率的影响. 依
据延迟嵌入理论, 一般以最小互信息为原则选取
τ值 [6,18]. 为实现实时信号分析时参数的快速选
取, 本文建议选取最高频率分量对应周期的 1/4作
为 τ值, 例如信号最高频率分量为 50 Hz 时, 选取
τ = 5 ms.

符号数n的选择既要保证符号序列能够保留

原始序列的动力学性质, 又要保证一定的降噪性
能. 等概率符号化时, 符号区间与原始序列的概率
分布有关, 分布密集的区域符号区间小, 稀疏区域
符号区间大. 一般而言, 在保证足够多的幅度域分
辨率 (n 不能太小)的同时, 还要保证最小的符号区
间不能小于已知的噪声幅值 (n不能太大).

序列长度N决定了熵值计算的统计有效性.
等概率符号化后, 延迟嵌入相空间实质上被划分为
nm 个子区域, 因此当满足N ≫ nm时能保证熵值

计算的统计有效性.

3 实验结果

3.1 数据仿真

本文对白噪声、1/f噪声和布朗噪声各取 100
组序列进行了仿真计算. 参数选取为m = 2,
n = 4—8, N = 500, τ = 1. 图 1所示为白噪声、1/f

噪声和布朗噪声的ESSE 均值 - 标准差误差棒, 其
中, 横轴代表符号数n, 纵轴代表熵值SE-symb, 虚
线为非相关白噪声的理论熵值 log(n).

由图 1可知: 高斯白噪声的熵值与本文的理论
推导值几乎完全重合, 从而验证了本文理论推导的
正确性; 三种噪声的熵值由大到小依次为白噪声、
1/f噪声、布朗噪声, 而三种噪声序列的时间相关性
也是依次增强的, 因此, 该结果完全符合相关性增
强导致熵值减小的理论; 不同的符号数设置不改变
三种噪声熵值的相对关系, 说明本文方法具备良好
的一致性; 当符号数n = 8时, N = 500的原始序列
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已能计算出与理论值非常接近的结果, 说明此时已
具备较好的统计有效性.

总之, 三种典型噪声的仿真计算结果表明,
ESSE能正确有效地刻画时间序列的相关性或信息
增长率.

    
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图 1 白噪声、1/f 噪声和布朗噪声的ESSE均值 -标准差
误差棒图

3.2 脑电数据分析

从EEG中提取与注意力相关的参数用于评价
注意力水平, 并进一步实现注意力缺陷的反馈治
疗, 是脑电生物反馈技术的一个重要分支. 目前,
国内外已有的应用于注意力缺陷治疗的脑电生物

反馈系统一般采用基于频域分析的方法考察脑电

信号中θ (4—8 Hz), α (8—13 Hz), β (13—30 Hz)
三个频段成分的能量或其相对变化 [19−21]. 然而,
一方面频谱分析极易受非平稳突变干扰的影响, 另
一方面其局限于序列的线性相关特性, 因此频谱分
析的敏感程度和准确性均欠佳, 反馈治疗效果也存
在争议 [20]. 本文提出的ESSE既能很好地抵御非
平稳突变干扰, 又不局限于反映线性相关, 我们尝
试将其应用到注意力实验中的脑电信号分析.

本文使用的脑电数据由日本光电EEG-9100系
统采集,采样率为200 Hz,频带为0.5—45 Hz. 同步
采集 16路脑电信号, 导联位置按照国际 10—20标
准安放, 单极导联方式, 参考导联为同侧耳垂. 实
验征集了 20—30周岁的 12名在校大学生或研究生
作为实验对象, 其中女性 1例, 男性 11例, 左利手 2
例, 右利手 10例. 志愿者均受过良好教育, 无病史,
实验前两天之内未服用任何药物. 志愿者在实验前
均被详细告知实验内容并同意参与实验. 根据实验
要求, 志愿者分别在睁眼放松、注意力集中的两个
状态下连续采集脑电信号 4—5 min, 其中注意力集

中阶段志愿者须完成一项注意力任务. 脑电采集过
程中, 系统自动定时监测电极接触阻抗, 以保证接
触阻抗小于10 kΩ.

经预览分析, 发现采集到的EEG带有电极线
摆动、眼动、吞咽等多种伪迹. 在不进行伪迹去除
或数据挑选的情况下, 在同一实验状态下EEG各
频段的绝对能量存在着极大的波动, 从而导致难
以利用传统的功率谱中相对能量参数Wα/Wθ和

Wβ/Wθ对睁眼放松和注意力集中两种实验状态加

以明显区分.
我们将ESSE应用于脑电数据分析, 参数设置

为m = 2, n = 4—9, N = 256, 512, τ = 5 ms,结果
发现在C4, P4, O2导联都能显著区分两种状态 (t
检验得到p < 10−40). 图 2给出了符号数n = 4, 序
列长度N = 256时 P4导联的ESSE结果, 其中的
误差棒说明熵值随时间略有波动. 为了对照, 图 2

中还用三条水平线分别标识出在同样参数设置下

100 组随机白噪声序列、100组 1/f噪声序列、100
组布朗噪声序列的平均ESSE值.
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图 2 两种不同实验状态下, P4导联的ESSE 结果

从图 2可以看出, 对于所有的志愿者, 睁眼放
松状态下都呈现更低的ESSE值, 而在执行注意力
任务时呈现更高的ESSE值. 这说明在大脑注意
力集中状态下EEG的复杂性更高. 尽管EEG不
能简单地由任何一种噪声描述, 但是仍然能从复
杂性的角度将EEG 与噪声相比较, 发现EEG的复
杂性更接近于 1/f噪声的复杂性, 而与同等参数设
置下的 1/f噪声相比, 执行注意力任务时 EEG 的
ESSE 值显著高于 1/f 噪声序列的ESSE值 (t 检
验, p < 10−7), 而在睁眼放松状态下则有 7人EEG
的ESSE值显著低于1/f噪声序列的ESSE值 (t 检
验, p < 10−5).
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我们还利用传统的样本熵方法对同样的数据

进行了计算. 图 3给出了在参数设置为m = 2,
r = 0.2σ, N = 256 时P4导联传统样本熵的计算
结果, 其中在注意力集中状态下第二号志愿者的传
统样本熵溢出, 因此图中没有显示. 从图 3可以看

出: 第一号、第三号、第十二号志愿者两种实验状态
下的样本熵没有显著差异 (t检验, p > 0.05); 此外,
第四号、第五号志愿者注意力状态下的熵值高于静

息状态下的熵值, 而第六号—第十一号志愿者则相
反. 当参数 r从0.1σ 到0.9σ改变时, 尽管传统样本
熵的计算结果随 r的取值不同而变化, 但均不能与
图 2 所示结果一样一致性地区分出两种实验状态.
因此, 传统样本熵不能有效反映出在两种不同状态
下脑电活动的一致性规律.
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图 3 两种不同实验状态下, P4导联的传统样本熵计算
结果

4 结 论

本文提出了一种ESSE方法, 该方法能有效抵
御非平稳突变干扰的影响, 并可消除原始序列概率
分布的影响, 从而单纯反映时间序列的信息增量这
一动力学特性. 该方法物理意义明确, 计算简便快
速, 对于实时性要求高的脑电生物反馈极具应用
价值. 数值结果表明, 对于注意力实验中的EEG,
即使不做数据的伪迹去除或人工挑选, 针对短至
1.25 s的序列, ESSE也能快速有效地获取原始序列
复杂性的评价, 并有效区分不同的注意力状态. 值

得注意的是, 等概率符号化后, 在大多数情况 (均
匀分布除外)下符号区间都是不均匀的, 因此ESSE
实质上更多地突破了线性约束, 这一点也是其与传
统样本熵不同之处.
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Abstract
Sample entropy or approximate entropy, a complexity measure that quantifies the new information generation rate

and is applicable to short time series, has been widely applied to physiological signal analysis since it was proposed.
However, on one hand, sample entropy is easily affected by non-stationary sudden noise, because the tolerance during
calculation is set to be proportional to standard deviation; on the other hand, it is not independent of the probability
distribution, so that it does not purely characterize the new information generation rate. To solve these two problems, a
new improved method named equiprobable symbolization sample entropy is proposed in this paper. Through equiproba-
ble symbolization, the effects of both non-stationary sudden noises and probability distribution are eliminated. Besides,
since equiprobable symbolization is usually non-uniform, it further breaks through the linear constrains in classic sample
entropy. The method is proved to be rational by simulating three typical noises that have different time correlations and
new information generation rates. Then the method is applied to electroencephalography (EEG) analysis. Results show
that the method can successfully discriminate two different attention levels based on EEG with duration as short as
1.25 s and without removing any artificial artifacts. Therefore, the method is of great significance for EEG biofeedback,
in which strong real-time abilities are usually required.

Keywords: symbolic dynamics, equiprobable symbolization, sample entropy, electroencephalography
biofeedback
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