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将基于参数展开的同伦分析法（)*+,-.）进行了推广，使之适用于谐和激励与随机噪声联合作用下的强非线

性随机动力系统 / 通过构造合适的同伦映射，将对强非线性随机动力系统响应的求解转化为对一组线性随机微分

方程的求解 / 进一步研究了受到谐和与 01233 白噪声激励的强非线性 4255678 振子，由 )*+,-. 得到了该系统的解

过程和稳态概率密度的解析表达式 / 数值模拟的结果说明了 )*+,-. 方法的精确性 /

关键词：)*+,-. 方法，强非线性随机动力系统，稳态概率密度，解过程，随机激励

!"##：%(’$，%#9%，%:&(4

!国家自然科学基金（批准号：!%’$#%9!、!%::#%:%）、陕西省自然科学基金（批准号：#%%:-%:）资助的课题 /
"*+;16<：=>6?2@7=A2/ >B2/ C7

! D 引 言

对于非线性问题，摄动方法［!，#］是一类广泛应用

的解析工具 / 通过摄动技术，许多重要的性质和有

趣的现象被揭示出来 / 本质上，摄动方法是建立在

小参数或者小变量存在的基础上，正是这种依赖性

限制了摄动方法的应用范围 / 因此，如何扩大经典

摄动法的应用范围或者提出一种新的、不依赖于小

参数的方法就显得异常必要和迫切 / 目前，一些方

法被用来对不含有小参数的所谓强非线性动力系统

进行分析：例如谐波平衡法［:—(］、EF. 法［!，#］、加权线

性化法［&］、参数变换法［$］、改进的 G) 方法［H］等等，然

而如何提高上述方法的精度仍然是一个有待解决的

问题 / !99# 年，G61I［9］将同伦理论运用到非线性动力

系统中，提出了同伦分析技术（,-.），并用它研究

了著 名 的 F<13623 方 程，得 到 了 高 精 度 的 近 似 解 /
!999年 G61I［!%］运用改进的同伦分析技术再次研究

了 F<13623 方程 / #%%: 年 G61I［!!］通过将系统状态展开

成｛（! J!!）K " 367（#"!），（! J!!）K " CI3（ #"!）L ""!，

#"%｝的级数形式用 ,-. 研究了不带激励项的自

治系统 / ,>［!#］结合摄动法和同伦理论提出了同伦

摄动法（,).）/ 已有的算例说明了同伦理论在确定

性非线性动力系统中的有效性和潜力 / 但是，当系

统同时受到谐和激励与随机激励时，不管 ,-. 还是

,). 都不再适用 / 众所周知，对非线性随机动力系

统响应的研究，现在正吸引着越来越多学者的注意，

并逐渐成为国际上一个新的研究热点和前沿，一些

方法［!:，!’］，例如，平均法［!(，!&］、等效线性化法［!$，!H］、多

尺度法［!9］、数值分析方法［#%—##］等已经被用来解决随

机问题，然而对小参数的依赖限制了摄动方法在强

非线性随机动力系统中的应用 / 因此，对强非线性

随机动力系统响应的研究就显得非常有必要 /
最近，作者基于同伦理论和 ,-. 思想，提出了

一种新的解析方法，)*+,-.，该方法不依赖于系统

内含有的参数，克服了摄动法的缺点，在系统内含有

小参数或不含有小参数时都可以用来对非线性动力

系统进行精确分析；而且 )*+,-. 具有坚实的理论

基础（微分拓扑中的同伦理论），从理论上保证了该

方法的合理性 / 根据 )*+,-.，作者研究了强非线性

保守 4255678 振子和谐和激励下耗散的 4255678 振子

的响应问题，得到了很好的结果［#:］/ 本文是前面研
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究工作的继续：作者将 !"#$%& 方法推广到强非线

性随机动力系统情形，通过构造同伦映射，成功得到

了 ’()** 白噪声和谐和激励下的强非线性 +),,-./’*
振子的解过程和稳态概率密度的解析表达式 0 本文

介绍了 !"#$%& 法的基本思想；运用此方法研究了

随机激励和谐和激励联合作用下耗散的强非线性

+),,-./ 振子的响应，得到了解过程和稳态概率密度

的解析表达式；将本文结果与四阶 1)./2#3)44( 数值

解以及 5) 和 6-.，所得同一系统的精确平稳解［78］进

行了比较，理论结果与数值结果符合非常好 0

9 : !"#$%& 的基本思想

考虑如下非线性系统

!（"）; #（"）< $（ %）;!（ %）， （7）

其中 !（·）为线性微分算子；#（·）为非线性微分算

子；$（ %）为谐和激励；!（ %）为随机激励 0 这里并不

要求系统（7）中的参数为小参数 0
首先，构造同伦映射 &：’（ %）!’（ %，(，"），满足

&（ %，(，"）<（7 ="(）［!（"）= !（">）］

;"(［!（"）; #（"）= $（ %）］

=")()!（ %）， （9）

这里 ( 和"为嵌入参数，且""* ? ｛>｝，("［>，7@
"］，)"+，显然，当"#7 时 ($7 0 令 &（ %，(，"）<
>，（9）式化为

（7 ="(）［!（"）= !（">）］

;"(［!（"）; #（"）= $（ %）］

=")()!（ %）< >， （8）

">（ %）是方程 !（ "）< > 在 ( < > 时的解 0 易知，当

( < >时，（8）式退化为一线性微分方程，当 ( < 7@"
时，（8）式就是系统（7）0 当嵌入参数 ( 从 > 变化到

7@"时，（8）式的解 "（ %，(，"）从 ">（ %）连续变化到

系统（7）的解 "（ %），即 A-B
(!7@"

"（ %，(，"）< "（ %）0

其次，将#9 展开为 ( 的级数［C，D，9E］（若 $（ %）<
>，!（ %）< >）

#9（(）< #9
> ;#7 ( ;#9 (9 ;#8 (8 ; ⋯ （E）

在 $（ %）%>，!（ %）%> 时，我们可以展开$为 ( 的级

数（$是 $（ %）的频率）0
引入变换

% < $%， （F）

将（E），（F）式代入（8）式，得到

（7 ="(）［,!（"）= !>（">）］

;"(［,!（"）; ,#（"）= ,$（%）］=")(),!（%）< >，（G）

这里 ,!（"）< !（"（%，(））是一线性微分算子；,#（ "）

< #（ "（%，(））是 非 线 性 微 分 算 子；,$（%）<
$（ %）H%<$% ，,!（%）<!（ %）H%<$% 0易证，（G）式和（8）式

是等价（同解）的 0
为了求解（G）式，我们对 ( 计算 - 阶偏导数，并

令 ( < >，得到

,!（">）< >，

="（- ; 7）,!（">）（ -） ; ,!（">）（ -;7） < ="（- ; 7）［ ,!（">）（ -） ; ,#（">）（ -） = ,$（%）］， - < >，

="（- ; 7）,!（">）（ -） ; ,!（">）（ -;7） < ="（- ; 7）［ ,!（">）（ -） ; ,#（">）（ -）］， > I - % ) = 7，

="（- ; 7）,!（">）（ -） ; ,!（">）（ -;7） < ="（- ; 7）［ ,!（">）（ -） ; ,#（">）（ -）］; )！"),!（%）， - < ) = 7










，

（C）

其中 ,!（ "）（ -） <!
- ,!（"）

!(-
，,#（ "）（ -） <!

- ,#（"）

!(- 0 方程

（C）称 为 - 阶 变 形 方 程（ J2,KLB(4-K. 2M)(4-K.），

,!（"）（ -），,#（"）（ -）称为第 - 阶变形导数 0 显然，方程

（C）为一组线性随机微分方程 0 ,!（%）首先出现在第

) ; 7方程中，例如，如果令 ) < 7，,!（%）将首先出现

在方程（C）的第二个方程中，因此可以通过选择 )
的值来决定 ,!（%）首次出现的位置 0

最后，我们将 "N（%，(）在 ( < > 展开成 O(PAKL 展

式，再令 (!7@"，则可以得到

"N（%）< A-B
(!7@"

"N（%，(）

< A-B
(!7@"

"> ;&
Q

- < 7

"（ -）
>

-！
(( )-

< "> ;&
Q

- < 7

"（ -）
>

-！
7
"- 0 （D）

将 "（ -）
> 和%<$% 代入（D）式，就可以得到原系统的

- 阶近似解 0
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!"#$%%&’( 振子的响应研究

考虑受谐和与 )*$++ 白噪声激励下强非线性

#$%%&’( 振子

!, -!".
"! -"/

. ! -#!! 0$1 23+%# -$/ $（%#），

（4）

这里“·”表示对 # 求导，#和!分别表示阻尼项和非

线性项的强度，". 是自然频率，$1 和$/ 是参数，

$（ #）为 )*$++ 白噪声，相关函数为 %［$（ #）$（ # -
&）］0 /’（&），其中’（&）是 #&5*2 函数 6 将系统（4）改

写为算子形式

&（!）- ’（!）0 (（ #）-(（ #），

这其中 &（ !）0 !, -!".
"! -"/

. !，’（ !）0#!!，(（ #）

0$1 23+%#，(（ #）0$/ $（%#），令 )（ !）0 &（ !）-
’（!）7 (（ #）6下面运用 89:;<= 方法研究系统（4）

的响应，分为以下四步 6
步骤 ! 首先构造同伦映射 *：!（ #）! !（ #，+，

)），满足以下方程：

*（ #，+，)）0（1 7)+）［&（!）7 &.（!.）］

-)+［&（!）- ’（!）7 (（ #）］

7),+,(（ #）， （1.）

这里 &.（!.）0"/
. !, . -!"

/
.
"!. -"/

. !. 6

步骤 " 将频率%展开为 + 的级数

%（+）0 ". -"1 + -"/ +/ -"! +! - ⋯（11）

将&0%# 代入系统（4），得

%/（+）!> -!%（+）". !? -"/
. ! -#!!

0$1 23+& -$/ $（&）， （1/）

这里“?”表示对&求导 6 将（1/）式改写成算子形式

&（!）- ’（!）0 (（ #）-(（ #），

其中

&（!）0%/（+）!> -!%（+）". !? -"/
. !，

’（!）0#!!，

(（&）0$1 23+&，(（&）0$/ $（&），

则

*（&，+，)）0（1 7)+）［%/（+）!> -!%（+）". !?

-"/
. ! 7（"/

. !> . -!"
/
. !? -"/

. !.）］

-)+［%/（+）!> -!%（+）". !? -"/
. !

-#!! 7$1 23+&］7),+,$/ $（&）6（1!）

步骤 # 令 *（&，+，)）0 .，, 0 1，就有

（1 7)+）［%/（+）!> -!%（+）". !?

-"/
. ! 7（"/

. !>. -!"
/
. !?. -"/

. !.）］

-)+［%/（+）!> -!%（+）". !? -"/
. ! -#!!

7$1 23+&］7)+$/ $（&）0 .， （1@）

变形式（1@）- 次，并令 + 0 .，则有

"/
. !>

（ .-1）
. -!"

/
. !?

（ .-1）
. -"/

. !
（ .-1）
. 0 7)（. - 1）#"

.

/ 0 .
"

0

0 0 .
1/

.10
/!（ 0）!（ /7 0）!（ .7 /[ ]）

[7 "
.-1

/ 0 1
"

/

0 0 .
1/

.-1 1
0
//！（ / 7 0）！"/"/7 0!>

（ .7 /-1）
. -!"."

.-1

/ 0 1
1/

.-1 /！"/!?（ .7 /-1）]. ，

. # 1 6 （1A）

步骤 $ 考虑到精度和简单性，在（1A）式中，只取 - 0 /，则有

!>. -!!?. - !. 0 .，

!>（1）
. -!!?. - !（1）

. 0 7)（!>. -!!?. - !. - #
"/

.
!!
. 7$1

"/
.
23+& 7$/

"/
.
$（&））7

/"1

".
!>. 7!"1

".
!?. ， （1B）

!>（/）
. -!!?. - !（/）

. 0 7)
B#
"/

.
!/
. !

（1）
. 7

@"1

".
!>（1）

. 7
/!"1

".
!?. 7

/（"/
1 - /"."/）

"/
.

!>. 7
/!"/

".
!?











 ，

初始条件为 !.（.）0 2.，!（ .）
. （.）0 .，.#1，2. 为

常数 6
根据初始条件和（1B）式的第一个方程，可以得

到原系统的零阶近似解为

!（.）
. （&）0 C*1&（2. 23+*/& - 3. +&’*/&），（1D）

其中*1 0 7!E/，*/ 0 @ 7!$ / ，!.（.）0 2.，3. 将在

下面通过消除久期项和化简确定 6
将（1D）式代入（1B）式的第二个方程，可以得到

!>（1）
. -!!?

（1）
. - !（1）

. [0 7 #
"/

.
)C!*1&（2!

. 23+!*/&

- !2/
. 3. 23+/*/&+&’*/&

- !2. 3/
. 23+*/&+&’/*/&
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! !"
# $%&"!’"）

(#)

$’
#
*+$" (#’

$’
#
"（" ]）

(
’$)

$#
#,# (%$)

$#
#-# ， （).）

消除久期项或者化简方程，可以得到 !# / #，$) / # 0
则（).）式化简为

#,（)）
# !%#-

（)）
# ! #（)）

#

/ (
"&$"

#’
1$’

#
2"!) *+$!’" (&

$"
#’

1$’
#
2"!) *+$"!’"

!#)’
$’

#
*+$" !#’’

$’
#
"（"）0 （)3）

显然，（)3）式是一线性随机微分方程，其通解为

#（)）
# / #—（)）

# ! #（)）
%&) ! #（)）

%&’ ! #（)）
%&" ! #（)）

%&1 ，（’#4）

#—（)）
# / 2!)"（$) *+$!’" ! !’ $%&!’"）， （’#5）

#—（)）
%&) / 2"!)"（’) *+$!’" ! (’ $%&!’"）， （’#*）

#—（)）
%&’ / 2"!)"（’’ *+$"!’" ! (’ $%&"!’"），（’#6）

#—（)）
%&" / ’" *+$" ! (" $%&"， （’#2）

其中

’) / (
3!’

) (!’
’ ! "%!) ! )

（3!’
) (!’

’ ! "%!) ! )）’ !（7!)!’ !%!’）’

8
"&$"

#’
1$’

#
， （’)4）

() / (
7!)!’ !%!’

（3!’
) (!’

’ ! "%!) ! )）’ !（7!)!’ !%!’）’

8
"&$"

#’
1$’

#
， （’)5）

’’ / (
3!’

) ( 3!’
’ ! "%!) ! )

（3!’
) ( 3!’

’ ! "%!) ! )）’ !（).!)!’ ! "%!’）’

8&
$"

#’
1$’

#
， （’)*）

(’ / (
).!)!’ ! "%!’

（3!’
) ( 3!’

’ ! "%!) ! )）’ !（).!)!’ ! "%!’）’

8&
$"

#’
1$’

#
， （’)6）

’" / #，(" / #’
%$

’
#
，$) / ( ’) ( ’’ 0 （’)2）

最后一项 #（)）
%&1 是下面随机微分方程的解

#,（)）
# !%(-

（)）
# ! #（)）

# /#’’"（"）9$’
# 0 （’’）

将上式改写为下列等价的 :;<+ 随机微分方程形式

6#) / #’6"，

6#’ /（(%#’ ( #)）6" !’#’

$’
#
!’6(（"）{ 0

（’"）

因此［’=］

#［)］
%&1 /!（"#，"） #（"#）!"

"

"#
!()（"#，"）)（"）6(（"[ ]） 0

这里!（"#，"）/ 2>?（)（"("#）），"# 是初始时间，一

般取"# / #，而 且)（"）/ #，’#’

$’
#
![ ]’ @

，) /

# )
( ) (( )

%
0

为了确定 !) 和$’，将（)A），（’#4）—（’#2）式代

入（)7）式的第三方程，消除长期项并化简，可以得到

!) / #，$’ / # 0 所以系统（3）的一阶近似解为

#（"）/ #（#）
# ! #（)）

# B’0 （’1）

再将上式等价变形 #（)）
# /’（ #（"）( #（#）

# ），并代入

（)3）式，整理可得

#, !%#- ! # / (
"&$"

#

1$’
#
2"!)"*+$!’" (&

$"
#

1$’
#
2"!) *+$"!’"

!#)

$’
#
*+$" !#’

$’
#
"（"）0 （’=）

对应 :;<+ 随机微分方程为

#-) / #’，

#-’ / (%#’ ( #) (
"&$"

#

1$’
#
2"!)"*+$!’"

(&
$"

#

1$’
#
2"!)"*+$"!’"

!#)

$’
#
*+$" !#’

$’
#
"（"）













 0

（’7）

所以 原 系 统 的 稳 态 概 率 密 度（"# C ）可 以 解

出为［’=］

*（#)，#’，"）

/ + [2>? (（%, (#)

$’
#

’$#! ,*+$*）B #’

$( )’
#

]
’

，（’A）

这里，*/+($#"，+/ 4D*$%&（#) B（ ’ , B$! # ）），+ 为归

一化常数 0
当#) / #，%/#’

’，&/,时，系统（3）化为 #E !%#·

! # !,#" /!%"（ -），FG 和 H%&［)"］研究过此方程，并

且给出了稳态概率密度

*（#)，#’）/ +2>? (
#’

) ! #’
’

’ (,
#1

)[ ]1
，（’.）

其中 + 为归一化常数，

+ / ,!! 2>?（ )
.,

）.)B1（
)
.,[ ]）

()
，

.)B1为修正的 I2$$2J 函数 0
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!" 数值分析

有关随机过程数值模拟的方法可见文献［#$］%
本节在三组参数值下，将第 & 节所得结果分别与数

值解和 ’( 与 )*+ 的精确解［,&］进行了比较 % 在 !- .
-",，!- . ,，". ,$，#. -"#，$, . -"-,，$# . - 参数下

系统只受到谐和力的作用，用四阶龙格/库塔法对原

系统进行数值求解，并与本方法所得近似解（#!）式

进行了比较，见图 ,；为了考察随机力对系统的影

响，在 !- . -"#!，!- . ,，" . $，#. -",，$, . -",，$#

. -"-, 参数下用四阶龙格/库塔法对原系统进行数

值求解，见图 #；从图 , 和图 # 中可以看见在随机力

作用下系统的响应从一周期解变为一拟周期解，相

轨图也从一极限环变为一扩散的极限环 % 为了验证

本文所得近似平稳概率密度的精确度，将本文所得

结果（#0）与 ’( 与 )*+ 的精确平稳解（#1）进行了比

较，见图 &—$ %

图 , 方程（2）的相轨图和时间历程图 （3）数值解；（4）56/789 方法；（:）!!!为 56/789 方法，—为数值解

图 # 方程（2）的时间历程图和相轨图 （3）系统的时间历程图；（4）系统的相轨图
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图 ! 稳态概率密度 （"）#$%&’( 方法（!) *+,）；（-）./ 和 012（!) *+,）；（3）#$%&’( 方法（!) ,*）；（4）./ 和

012（!) ,*）

图 5 稳态概率密度（在 !6 ) *）（—为 #$%&’( 方法，!为 ./ 和 012）（"）!) *；（-）!) *+,

图 7 稳态概率密度（在 !, ) *+6）（—为 #$%&’( 方法，!为 ./ 和 012）（"）!) ,；（-）!) 7
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!" 结论与讨论

本文通过构造特殊的同伦映射，推广了#$%&’(
方法的应用范围，研究了谐和与高斯白噪声联合作

用下强非线性 )*++,-. 振子的响应问题，得到了系统

的解过程和稳态概率密度的解析表达式，通过与数

值解和 /* 和 0,- 所得稳态概率密度的比较，说明了

#$%&’(方法在求解强非线性随机动力系统响应问

题的有效性和潜力 1 需要说明的是，虽然本文用

#$%&’(方法只研究了随机 )*++,-. 系统，但#$%&’(
方法可以适用于一大类复杂的确定性系统和随机系

统，限于篇幅本文未展开论述 1 而且，#$%&’(方法

不依赖于系统内含有的参数，克服了摄动法的缺点，

在系统含有小参数或不含有小参数时，都可以得到

高精度的解析近似解，数值模拟结果也很好的说明

了这一点；且#$%&’(具有坚实的理论基础（微分拓

扑中的同伦理论），从理论上保证了该方法所得结果

的合理性 1 当然，作为一种新方法#$%&’(还存在不

足：如何确定 234567 展开级数，也就是（8）式的收敛

半径等等，作者会在以后的研究中尽量完善此方法 1

感谢上海交通大学廖世俊教授的指点和建设性建议
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