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摇 摇 在 月蚤则噪澡燥枣枣 意义下研究了非线性不可积 匀葬皂蚤造贼燥灶 系统要要要匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程的离散变分计算方法袁并和辛算法

及 砸怎灶早藻鄄运怎贼贼葬 方法相比较袁说明在 月蚤则噪澡燥枣枣 意义下采用离散变分算法研究非线性不可积系统的动力学行为是合理

和可行的援

关键词院 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程袁 离散变分方法袁 自治 月蚤则噪澡燥枣枣 方程

孕粤悦杂院 源缘郾 圆园郾 允躁

鄢国家自然科学基金渊批准号院员园怨猿圆园园圆袁 员园愿苑圆园愿源冤尧辽宁省高等学校科研基金渊批准号院圆园园愿杂园怨愿冤尧辽宁省高等学校优秀人才支持计划

渊批准号院圆园园愿砸悦圆园冤尧辽宁省重点实验室建设计划渊批准号院圆园园愿源园猿园园怨冤尧辽宁大学青年科研基金渊批准号院圆园园愿蕴阅匝晕园源冤和辽宁省教

育厅科研计划渊批准号院蕴圆园员园员源苑冤资助的课题援
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员郾 引 言

匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方 程 是 一 类 非 线 性 不 可 积

匀葬皂蚤造贼燥灶 系统咱员暂 袁广泛应用于天体力学咱圆暂 尧统计力

学咱猿暂和量子力学中咱源暂 援 它在各种情况下的解法是当

前数学和物理研究中的重点内容咱缘要员园暂 援 匀葬皂蚤造贼燥灶 系

统是 月蚤则噪澡燥枣枣 系统的特殊情况袁月蚤则噪澡燥枣枣 方程是动力

系统更一般的描述咱员员要员源暂 袁 在 月蚤则噪澡燥枣枣 意义下研究非

线性动力学系统具有更一般的意义援 本文首先给出

离散 月蚤则噪澡燥枣枣 方 程袁 然 后 在 月蚤则噪澡燥枣枣 意 义 下 将

匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程离散化袁求其离散变分方程袁最后

通过求解离散变分方程袁从而得到 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方

程的动力学性质援
为书写简洁和方便起见袁本文采用 耘蚤灶泽贼藻蚤灶 求

和约定袁并对指标取值范围作如下规定院 滋袁淄 越 员袁
圆袁噎袁圆灶援

圆援 离散自治 月蚤则噪澡燥枣枣 方程

设 月蚤则噪澡燥枣枣 函数 月院酝圆灶 寅 砸 和 月蚤则噪澡燥枣枣 函数组

砸淄院酝圆灶 寅 砸袁 则 孕枣葬枣枣 函数 孕渊葬袁 觶葬冤 可以表示为

孕渊葬袁 觶葬冤 越 砸淄渊葬冤 觶葬淄 原 月渊葬冤 援 渊员冤

摇 摇 定义 孕枣葬枣枣 作用量

粤 越 乙贼圆贼员孕渊葬袁 觶葬冤凿贼 援 渊圆冤
这里 葬淄 越 葬淄渊 贼冤 是构型空间中的 悦圆 曲线援 通过对作

用量 粤 进行变分计算袁取 葬淄渊 贼冤 的端点固定袁即

啄葬淄渊 贼员冤 越 啄葬淄渊 贼圆冤 越 园 袁 并令 啄粤 越 园袁 则可以得到

自治 月蚤则噪澡燥枣枣 方程

鄣砸淄

鄣葬滋 原 鄣砸滋

鄣葬淄
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 觶葬淄 原 鄣月

鄣葬滋 越 园 援 渊猿冤
摇 摇 取离散空间为 砸圆灶袁 定义离散 孕枣葬枣枣 函数为 孕凿院
砸圆灶 寅 砸圆灶袁 引入时间步长 澡 沂 砸袁 则离散 孕枣葬枣枣 函数

变为 孕凿院砸圆灶 伊 砸 寅 砸圆灶 援 定义离散 孕枣葬枣枣 函数为咱员源暂

粤凿渊葬淄
凿冤 越 鄱晕原员

噪 越 园
孕凿渊葬淄

噪袁葬淄
噪垣员袁澡冤 援 渊源冤

利用离散 孕枣葬枣枣鄄月蚤则噪澡燥枣枣 原理

啄粤凿渊葬淄
凿冤 越 啄鄱晕原员

噪 越 园
孕凿渊葬淄

噪袁葬淄
噪垣员袁澡冤 越 园袁 渊缘冤

啄葬淄
园 越 啄葬淄

晕 越 园袁
得到离散自治 月蚤则噪澡燥枣枣 方程

阅圆孕凿渊葬淄
噪原员袁葬淄

噪袁澡冤 垣 阅员孕凿渊葬淄
噪袁葬淄

噪垣员袁澡冤 越 园 援 渊远冤
这里 阅蚤孕凿 渊 蚤 越 员袁圆 冤表示对 孕凿 中第 蚤 个变量的偏

导数援 取
遭淄
噪 越 原 阅员孕凿渊葬淄

噪袁葬淄
噪垣员袁澡冤袁 渊苑冤

遭淄
噪垣员 越 阅圆孕凿渊葬淄

噪袁葬淄
噪垣员袁澡冤 渊愿冤
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作为中间变量袁通过求解隐式方程渊苑冤 可以得到

葬淄
噪垣员袁 然后求解显式方程渊愿冤得到 遭淄

噪垣员 袁 从而得到

渊葬淄
噪袁遭淄

噪冤 寅 渊葬淄
噪垣员袁遭淄

噪垣员冤 的演化援
利用 杂贼觟则皂藻则鄄灾藻则造藻贼 格式咱员缘要员苑暂 袁可以定义离散

孕枣葬枣枣 函数

孕凿渊葬淄
噪袁葬淄

噪垣员袁澡冤
越 澡孕咱葬淄

噪袁渊葬淄
噪垣员 原 葬淄

噪冤 辕 澡暂 辕 圆
垣 澡孕咱葬淄

噪垣员袁渊葬淄
噪垣员 原 葬淄

噪冤 辕 澡暂 辕 圆 援 渊怨冤

猿援 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程的离散化及数值

仿真

摇 摇 本文研究最简单的 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程
咬曾 越 原 曾 原 圆曾赠袁
咬赠 越 原 赠 垣 赠圆 原 曾圆 援 渊员园冤

该系统的总能量守恒

耘 越 员
圆 渊 觶曾圆 垣 觶赠圆冤
垣 员

圆 曾圆 垣 赠圆 垣 圆曾圆赠 原 圆
猿 赠猿( ) 援 渊员员冤

取 葬员 越 曾袁葬圆 越 赠袁葬猿 越 觶曾袁葬源 越 觶赠袁令 月 越 耘袁 砸员 越 砸圆
越 园袁 砸猿 越 原 葬员袁 砸源 越 原 葬圆袁 则 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程

渊员园冤具有如下的 孕葬枣枣 形式咱员猿暂 院
孕 越 渊 原 葬员冤 觶葬猿 垣 渊 原 葬圆冤 觶葬源 原 员

圆 [ 渊葬员冤圆 垣 渊葬圆冤圆

垣 渊葬猿冤圆 垣 渊葬源冤圆 垣 圆葬圆渊葬员冤圆

原 圆
猿 渊葬圆冤猿 ] 援 渊员圆冤

由渊怨冤式可得离散化的 孕枣葬枣枣 函数为

孕凿 越 澡
圆 咱 原 葬员

噪渊葬猿
噪垣员 原 葬猿

噪冤 辕 澡 原 葬圆
噪渊葬源

噪垣员 原 葬源
噪冤 辕 澡暂

原 澡
圆 [ 渊葬员

噪冤圆 垣 渊葬圆
噪冤圆 垣 渊葬猿

噪冤圆

垣 渊葬源
噪冤圆 垣 圆葬圆

噪渊葬员
噪冤圆 原 圆

猿 渊葬圆
噪冤猿 ]

垣 澡
圆 咱 原 葬员

噪垣员渊葬猿
噪垣员 原 葬猿

噪冤 辕 澡
原 葬圆

噪垣员渊葬源
噪垣员 原 葬源

噪冤 辕 澡暂
原 澡

圆 [ 渊葬员
噪垣员冤圆 垣 渊葬圆

噪垣员冤圆

垣 渊葬猿
噪垣员冤圆 垣 渊葬源

噪垣员冤圆

垣 圆葬圆
噪垣员渊葬员

噪垣员冤圆 原 圆
猿 渊葬圆

噪垣员冤猿 ] 援 渊员猿冤
利用中间变量渊苑冤和渊愿冤式袁得到

遭员
噪 越 渊葬猿

噪垣员 原 葬猿
噪冤 辕 圆 垣 澡葬员

噪渊员 垣 圆葬圆
噪冤袁

遭圆
噪 越 渊葬源

噪垣员 原 葬源
噪冤 辕 圆 垣 澡咱葬圆

噪渊员 原 葬圆
噪冤 垣 渊葬员

噪冤圆暂袁
遭猿
噪 越 原 葬员

噪 辕 圆 垣 澡葬猿
噪 原 葬员

噪垣员 辕 圆袁
遭源
噪 越 原 葬圆

噪 辕 圆 垣 澡葬源
噪 原 葬圆

噪垣员 辕 圆袁
遭员
噪垣员 越 原 渊葬猿

噪垣员 原 葬猿
噪冤 辕 圆 原 澡葬员

噪垣员渊员 垣 圆葬圆
噪垣员冤袁

遭圆
噪垣员 越 原 渊葬源

噪垣员 原 葬源
噪冤 辕 圆

原 澡咱葬圆
噪垣员渊员 原 葬圆

噪垣员冤 垣 渊葬员
噪垣员冤圆暂袁

遭猿
噪垣员 越 原 葬员

噪 辕 圆 原 澡葬猿
噪垣员 原 葬员

噪垣员 辕 圆袁
遭源
噪垣员 越 原 葬圆

噪 辕 圆 原 澡葬源
噪垣员 原 葬圆

噪垣员 辕 圆援
利用 遭淄

噪 可以求得 葬淄
噪垣员 的表达式

葬员
噪垣员 越 原 葬员

噪 垣 圆澡葬猿
噪 原 圆遭猿

噪袁
葬圆
噪垣员 越 原 葬圆

噪 垣 圆澡葬源
噪 原 圆遭源

噪袁
葬猿
噪垣员 越 葬猿

噪 垣 圆遭员
噪 原 圆澡葬员

噪

原 源澡葬圆
噪葬员

噪袁
葬源
噪垣员 越 葬源

噪 垣 圆遭圆
噪 原 圆澡葬圆

噪

原 圆澡渊葬员
噪冤圆 垣 圆澡渊葬圆

噪冤圆 援 渊员源冤
利用 遭淄

噪垣员 垣 遭淄
噪 或 遭淄

噪垣员 原 遭淄
噪袁 整理得到 遭淄

噪垣员 的表达式

遭员
噪垣员 越 原 遭员

噪 垣 澡渊葬员
噪 原 葬员

噪垣员冤
垣 圆澡渊葬圆

噪葬员
噪 原 葬圆

噪垣员葬员
噪垣员冤袁

遭圆
噪垣员 越 原 遭圆

噪 垣 澡渊葬圆
噪 原 葬圆

噪垣员冤
垣 澡咱渊葬员

噪冤圆 原 渊葬员
噪垣员冤圆暂

原 澡咱渊葬圆
噪冤圆 原 渊葬圆

噪垣员冤圆暂袁
遭猿
噪垣员 越 遭猿

噪 原 澡渊葬猿
噪 垣 葬猿

噪垣员冤袁
遭源
噪垣员 越 遭源

噪 原 澡渊葬源
噪 垣 葬源

噪垣员冤 援 渊员缘冤
选择适当的初始条件袁如取 耘 越 园郾 员圆缘袁 对渊员源冤袁
渊员缘冤式进行数值仿真袁则得到 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程的

解援 这里采用 砸怎灶早藻鄄运怎贼贼葬 方法尧辛算法和离散变分

月蚤则噪澡燥枣枣 方法计算了 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 系统的总能量和

空间轨迹袁所得结果如图 员 和图 圆 所示援
从图 员 中可以看出袁采用本文的算法和辛算法

所得计算结果的误差很小袁能够保持系统的总能量

守恒袁符合问题的实际情况援 从图 员 中还可看出袁本
文方法比辛算法的结果更加精确援 而采用 砸怎灶早藻鄄
运怎贼贼葬 方法所得总能量迅速发散援 这说明本文的计算

方法是合理而有效的援 从图 圆 可以看出袁本文算法和

辛算法所得空间轨迹基本相同袁而 砸怎灶早藻鄄运怎贼贼葬 方法

给出的空间轨迹不符合实际情况援 以上分析说明在

月蚤则噪澡燥枣枣 意义下采用离散变分算法研究非线性不可

积系统的动力学行为是合理且可行的援
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图 员摇 渊葬冤利用 猿 种方法计算得到的 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 系统总能量袁渊遭冤为渊葬冤图局部放大

图 圆摇 利用 猿 种方法计算得到的 匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程的解曲线摇 渊葬冤砸怎灶早藻鄄运怎贼贼葬 算法袁渊遭冤辛算法袁渊糟冤离散变量算法

源郾 结 摇 论

在 月蚤则噪澡燥枣枣 意 义 下 研 究 了 非 线 性 不 可 积

匀葬皂蚤造贼燥灶 系统要要要匀佴灶燥灶鄄匀藻蚤造藻泽 方程的离散变分计

算方法袁并和辛算法及 砸怎灶早藻鄄运怎贼贼葬 算法相比较袁说
明在 月蚤则噪澡燥枣枣 意义下采用离散变分算法研究非线性

不可积系统的动力学行为是合理和可行的援
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